Лабораторная работа 2
ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ
2.1 Разложение рациональной дроби на простейшие
Простейшими (элементарными) дробями называются дроби вида 
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 имеет комплексные корни.

Дробь 
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 называется рациональной, если её числитель и знаменатель многочлены с действительными коэффициентами. Рациональная дробь называется правильной, если степень многочлена 
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 меньше, чем степень многочлена 
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. Всякая неправильная рациональная дробь может быть представлена в виде суммы многочлена и правильной дроби, поэтому интегрирование рациональной дроби всегда может быть приведено к интегрированию многочлена и правильной дроби.

Теорема (о разложении рациональной дроби на простейшие).

Пусть 
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 - правильная, несократимая рациональная дробь, а её знаменатель после разложения на множители имеет вид:
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,где
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 – действительные числа, а квадратичные множители не имеют действительных корней. Тогда дробь 
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 может быть представлена в виде суммы элементарных дробей. В этой сумме каждому множителю вида 
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  в знаменателе соответствует выражение вида
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а каждому множителю 
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  знаменателя – выражение вида
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где 
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–действительные числа, подлежащие определению.

Пример. Разложить на простейшие дроби рациональную дробь 
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Решение.
Применим способ неопределённых коэффициентов. Общий вид разложения будет таким:
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Умножим обе части этого равенства на знаменатель левой части:
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                (*)
Левая часть равенства должна быть тождественно равна правой части. Это будет иметь место только в том случае, когда коэффициенты при одинаковых степенях x в обеих частях равенства будут между собой равны. В правой части произведём умножение двучленов и получим: 
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в левой и правой частых последнего равенства, получаем систему четырёх уравнений первой степени с четырьмя неизвестными: 
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Решив эту систему, получим: 
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Теперь определим числа 
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 вторым способом – способом задания частных значений. Так как равенство (*) тождество, то оно сохраняется при любом значении x. Будем задавать такие значения x, чтобы в правой части все члены, кроме одного, обращались в нуль. Такими выгодными значениями являются, очевидно, корни знаменателя, т.е. значения 
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 в правой части (*) все слагаемые, кроме первого обратятся в нуль, левая часть будет равна –6, и мы получим
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Аналогично при 
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 левая часть равна 6, а в правой части все слагаемые, кроме второго, будут равны нулю:   
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При 
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Заметим, что каким бы способом ни вычислялись неизвестные коэффициенты, мы всегда получим для них одни и те же значения, т.к. разложение на простейшие дроби может быть осуществлено единственным образом. И так, заданная дробь
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2.1.1. Разложить на простейшие дроби следующие рациональные дроби (применить два способа)

1 
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2.1.2. Разложите на простейшие дроби рациональную дробь:
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2.2 Интегрирование простейших рациональных дробей

Интегрирование рациональной дроби 
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 приводится к интегрированию простейших дробей вида:
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Рассмотрим методы их вычисления.
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Для вычисления этого интеграла поступают так: в числителе дроби, стоящей под интегралом, записывается производная знаменателя, т.е. 
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  умножить на 
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 и к полученному произведению прибавить 
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 преобразованная дробь 
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Первая дробь интегрируется просто: в числителе находится производная знаменателя,– интегрирование которой приводит к натуральному логарифму модуля знаменателя. Для интегрирования второй дроби в знаменателе выделяют полный квадрат:
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Интеграл второй дроби приводится к табличному интегралу
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, если 4q-p2<0.
Если в знаменателе дроби вместо трёхчлена x2+px+q окажется трёхчлен ax2+bx+c (a≠0), то коэффициент a следует вынести за скобку и тем самым свести этот случай к предыдущему.
2.2.1. Вычислить интегралы:
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2.2.2 Найти интегралы

1 а)
[image: image110.wmf]2

414

dx

xx

++

ò

;
                    б) 
[image: image111.wmf]2

24

614

x

dx

xx

+

++

ò

;
2 а)
[image: image112.wmf]2

815

dx

xx

++

ò

;

          б) 
[image: image113.wmf]2

23

25

x

dx

xx

-

++

ò

;
3 а)
[image: image114.wmf]2

1

dx

xx

++

ò

;

          б) 
[image: image115.wmf]2

68

417

x

dx

xx

-

++

ò

;
4 а)
[image: image116.wmf]2

126

dx

xx

++

ò

;

          б) 
[image: image117.wmf]2

11

818

x

dx

xx

-

++

ò

;
5 а) 
[image: image118.wmf]2

814

dx

xx

-+

ò

;
                    б) 
[image: image119.wmf]2

4

89

x

dx

xx

+

++

ò

;
6 а) 
[image: image120.wmf]2

214

dx

xx

-+

ò

;
                    б) 
[image: image121.wmf]2

7

1442

x

dx

xx

+

++

ò

;
7 a) 
[image: image122.wmf]2

481

dx

xx

++

ò

;                      б) 
[image: image123.wmf]2

45

xdx

xx

++

ò

;
8 a) 
[image: image124.wmf]2

965

dx

xx

++

ò

;                        б) 
[image: image125.wmf]2

2

26

xdx

xx

++

ò

;
9 a) 
[image: image126.wmf]2

41217

dx

xx

-+

ò

;                    б) 
[image: image127.wmf]2

1

619

x

dx

xx

-

++

ò

; 
10 a) 
[image: image128.wmf]2

9125

dx

xx

-+

ò

;                     б) 
[image: image129.wmf]2

43

612

x

dx

xx

-

++

ò

.
4) Интеграл вида 
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 где корни знаменателя комплексные, сводятся к вычислению двух интегралов. Это достигается так: в числителе записывается производная основания степени знаменателя, т.е. (x2+px+q)' = 2x+p и так же, как в предыдущем пункте, эта производная преобразовывается в выражение Ax+B, стоящее в числителе:
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Интегрирование первой дроби описано в пункте 3. Рассмотрим вторую дробь
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 и таким образом интегрирование второй дроби в правой части сводится к интегрированию дроби 
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2.2.3 Вычислить интеграл
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2.3 Интегрирование рациональных дробей. Метод Остроградского

Если знаменатель правильной рациональной дроби имеет кратные корни (особенно комплексные), то интегрирование связано с громоздкими выкладками. В этом случае удобно пользоваться формулой Остроградского:
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где 
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 – многочлен, имеющий те же корни, что и 
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 – многочлены, степени которых соответственно меньше степеней многочленов 
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 их записывают с неопределённым коэффициентом, которые находятся после дифференцирования обеих частей формулы Остроградского.

Пример. Найдём методом Остроградского интеграл 
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В этом случае 
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Следовательно, существуют многочлены 
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Дифференцируя обе части этого равенства получаем:
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Откуда вытекает равенство многочленов 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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, получаем: 
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Решая эту систему, находим 
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Метод Остроградского является общим: с его помощью можно вычислить интеграл от любой рациональной дроби, при условии, что могут быть найдены все корни знаменателя. Следует иметь в виду, что другие приёмы во многих частных случаях быстрее ведут к цели.

2.3.1 Найти интегралы: (знаменатель имеет только действительные корни среди которых нет равных):
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2.3.2 Найти интегралы (корни знаменателя – только действительные числа, но среди них есть кратные):
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2.3.3 Найти интегралы (знаменатель имеет комплексные корни):
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Замечание: Интегралы вида 
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 легко вычисляется с помощью подстановки a+bx2=t.
2.3.4 Найти  интегралы методом неопределённых коэффициентов и не прибегая к нему:
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2.3.5 Применяя метод Остроградского, найти интегралы из №2.3.3.(в)
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